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Dekomposisi Matriks

* Mendekomposisi matriks artinya memfaktorkan sebuah matriks, misalnya
A, menjadi hasil kali dari sejumlah matriks lain, P, P,, ..., P,

A=P; xP,x..xP,

* Terdapat beberapa metode mendekomposisi matriks:
1. Metode dekomposisi LU
2. Metode dekomposisi QR

3. Metode dekomposisi nilai singular (singular value decomposition — SVD)
— yang dibahas di dalam kuliah ini



LU decomposition
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QR decomposition
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Singular Value Decomposition (SVD)

* Di dalam materi nilai eigen dan vektor eigen, pokok bahasan diagonalisasi, kita sudah
mempelajari bahwa matriks bujursangkar A berukuran n x n dapat difaktorkan menjadi:

A = EDE™!
dalam hal ini,

E adalah matriks yang kolom-kolomnya adalah basis ruang eigen dari matriks A,
E=(e; e, | ... [e,

D adalah matriks diagonal sedemikian sehingga
D = E~AE

e Bagaimana cara memfaktorkan matriks non-bujursangkar berukuran m x n yang tidak
memiliki nilai eigen?



e Untuk matriks non-bujursangkar, pemfaktorannya menggunakan metode
singular decomposition value (SVD)

* SVD memfaktorkan matriks A berukuran m x n menjadi matriks U, 2., dan V
sedemikian sehingga

A=Ux V"

U = matriks ortogonal m x m,

V' = matriks orthogonal n x n

Y. = matriks berukuran m x n yang elemen-elemen diagonal utamanya
adalah nilai-nilai singular dari matriks A dan elemen-elemen lainnya O



M=U X V

mxn mxxmn mxn Nxn



Diagonal utama matriks m xn

* Diagonal utama sebuah matriks biasanya didefinisikan pada matriks
persegi (matriks bujursangkar) berukuran n x n.

e Untuk matriks bukan bujursangkar, yaitu matriks m x n, diagonal utama
matriks didefinisikan pada garis yang dimulai dari sudut kiri atas terus ke
bawah matriks sejauh mungkin.

-------




Matriks ortogonal

* Matriks ortogonal adalah matriks yang kolom-kolomnya adalah vektor
yang saling orthogonal satu sama lain (hasil kali titik sama dengan 0).

* Jika vektor-vektor kolom tersebut merupakan vektor satuan, maka matriks
ortogonal tersebut dinaakan juga matriks ortonormal.

* Vektor satuan adalah vektor yang dinormalisasi dengan panjang atau
magnitude-nya sehingga memiliki panjang atau magnitude = 1.

* Jika Q adalah matriks ortogonal m x n, dan kolom-kolom matriks Q adalah
vektor-vektor satuan vy, v,, ..., v, maka v; - v; = 0 untuk i # j.

e Atau, dapat juga dikatakan bahwa Q adalah matriks ortogonal jika Q'Q= |,
dalam hal ini / adalah matriks identitas.



o' 0

column vectors vy,va,...,v, of Q are orthogonal

Ty, = { 0 ifi#j
i Vj = P o
1l fi=j
The orthogonal matrix Q = [vi,V2,...,V,]
vivi vlvy o vy,
| vivi viva ... vave | _
[Vl Vo ... Vp ] — -
vIvi vIv, ... vy,
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Nilai-nilai singular matriks

* Misalkan A adalah matriks m x n. Jika A, A,, ..., A, adalah nilai-nilai eigen
dari A’A, maka

6,=VA, 0,=V Ay, .., 0. =V A,
disebut nilai-nilai singular dari matriks A.

* Diasumsikan A, > A, > ... 2 A > 0sehinggac,>0c, >2..25,20

n

Teorema

If A 15 an py % » matrix. then:
(a) A' 4 is orthogonally diagonalizable.

(b) The eigenvalues of 47 4 are nonnegative.



Contoh 1: Tentukan nilai-nilai singular matriks A =
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Penyelesaian: . i |
ﬂyﬂ:{l 0 1} 0 1 :[2 1}

1 10 1 D_ 1 2
A—2 —1
-1 A-2

det(A/— (A’A)x) =0 ‘ =0 > (A-2)(A-2)-1 =0

Persamaan karakteristik: A2-4A+3=0 —> (A-3)(L-1)=0
Nilai-nilai eigen dari A’A adalah A; =3 dani,=1
Jadi, nilai-nilai singular matriks A (dalam urutan dari besar ke kecil)
adalah:

6,=V3dano, =1



THEOREM 9.5.4 Singular Value Decomposition (Expanded Form)

If A i3 an pp; w » matrix of rank k. then A can be factored as

5
o1 0 cee 0 vI
r U 92 o O O x(r—k)
A=ULV" =[u; uz - ugfugyey - - upy] 0 O -, : vl
T TR Om—mxe- || vl
Otm—ic)xk
Vi

in which U. £, and V have sizes w2 % #2, #2 x », and » x », respectively. and in which

(@) V"= [¥1 v2 ... ¥y] orthogonally diagonalizes 47 4.

(b) The nonzero diagonal entries of E are gy = |.‘,1,1_ o9 = 1.‘}‘2_ e O = 11)“;, where Ay, Ag, ..., Ay are the

nonzero eigenvalues of 47 4 corresponding to the column vectors of V.
The vectors uy, uy, ..., uy are called the left

(c) The column vectors of V are ordered so thatoy > o9 > ... > o = 0. .
singular vectors of A, and the vectors

Av, )
(d) u; = —‘—"A:” = J%_J‘hfi (3 =12,.., k) Vi, V2, ..., Vi are called the right singular vectors
1
of A.

(e) {uy,uay,..,uy} isan orthonormal basis for col(A)}.

(7 {aj,wz, .., U, Wiy, ..., Wy} Is an extension of {uj, w3, ..., ug} to an ortho-normal basis for ™.
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A=Ux V"

Nilai-nilai Vektor-vektor

Vektor-vektor inoul :
singular singular kanan

singular kiri
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Langkah-langkah SVD mendekomposisi A
1.

menjadi U, 2, dan V:

Untuk vektor singular kiri, hitung nilai-nilai eigen dari AA”. Rank(A) =
banyaknya nilai-nilai eigen tidak nol dari AA'.

mxn

Tentukan vektor-vektor eigen uy, u,, ..., u_ yang berkoresponden dengan nilai-
nilai eigen dari AA”. Normalisasi u,, uz, ..., U dengan cara setiap komponen
vektornya dibagi dengan panjang vektor. Diperoleh matriks U.

Untuk vektor singular kanan, hitung nilai-nilai eigen dari A’A lalu tentukan nilai-
nilai-singularnya.

Tentukan vektor-vektor eigen v,, v,, ..., v, yang berkoresponden dengan nilai-
nilai eigen dari A’A. Normalisasi v,, vz, ..., V, dengan cara setiap komponen
vektornya dibagi dengan panjang vektor. Diperoleh matriks V. Transpose-kan
matriks V sehingga menjadi V'.

Bentuklah matriks 2. berukuran m x n dengan elemen-elemen diagonalnya
adalah nilai-nilai singular dari matriks A dengan susunan dari besar ke kecil.
Nilai singular di dalam 2 adalah akar pangkat dua dari nilai-nilai eigen yang
tidak nol dari A’A.

Maka, A=U> VT
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Contoh 2: Faktorkan matriks A4 = 1 3 1] dengan metode SVD.

Penyelesaian:

(1) Singular k|r|
11 1
AAT= 1 3 1][ ‘_ll 11]
Nilai-nilai eigen dari AAT adalah A,=12 dan A, =10 (terurut dari besar ke kecil)
Jadi rank(A) =

(2) Menentukan matriks U
A — 11 0
—_ T = =
(M=AAX =0 = —11” ] [0]



Untuk A= 12,diperoleh

' _11 —11” ]zlgl ~ [—11 _11] [»leg]
SPL: x;—X,=0 dan—x;+x,=0 —x;=X,,misal x; =1, makax,=1 *)
Vektor eigen: x = [;C;] = [ﬂ —>u; = H]
Untuk A= 10,diperoleh

N R i [
SPL:—x; =%, =0 dan—x; =X, =0 —x; =-X,, misal x; =1, maka x, = -1
Vektor eigen: x = [2] = [_11] —> U, = [ ' ]

—1
1/v2 w, -1 | 1/v2
1/4/2

lusll V2 _1/\/5
*) Biasanya dimisalkan x; = t sehingga x, = t. Pada kasus ini kita bisa memisalkan t nilai sembarang, misalkan t =181,
Berapapun nilai t tidak masalah, sebab nanti vektor dinormalisasi dengan panjangnya.
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lugll V2

danu, =

Normalisasi u; dan u,: U, =



Diperoleh matriks U:

U — [1/V2 1/V2]
{12 =142

(3) Singular kanan:

aacli 5|3 3 -[o 10 4

2

Nilai-nilai eigen dari A’A adalah A,= 12, A,=10dan A;=0 (terurut dari besar ke kecil)
Nilai-nilai singular dari nilai eigen yang tidak nol adalah ¢, = V12, c, = V10

(4) Vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan setiap nilai eigen tersebut adalah:

ol



Normalisasi v,, v,, dan v;:
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Matriks V adalah:
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5) Matriks D_ yang berukuran 2 x 3 adalah > =
(5) yang [ 0 5 o

(6) Jadi, - 1
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Aplikasi SVD

* Kompresi gambar dan video (image and video compression)
* Pengolahan citra (image processing)

* Machine Learning

* Computer vision
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